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ESTADISTICA Y OPTIMIZACION

TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

> Sucesiones de v.a.i.i.d: una sucesién de variables aleatorias:
X1, Xo,..., X0,
e son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d) si:
o todas son independientes,
o siguen la misma distribucion, es decir, Fx,(x) = Fx;,(z) para todo = y todo par X; y Xj.
e Para todo n > 1, definimos:

_ S, Xi+---+X,
Spi= X1 4+ X, X, = _ At A

n n

Cuidado: no son nimeros, json variables aleatorias!

7 Ejemplos:

e Repetir un experimento aleatorio un ntimero arbitrario de veces y calcular el promedio de los
resultados.

e Dano estructural acumulado a largo plazo en un trozo de puente por el paso de vehiculos.

e Las ganancias a largo plazo por un volumen diario de ganancias.

e Acumulacién a largo plazo de fallos en distintas méquinas.

e Aproximacion de la distribucién tedrica de la media de una determinada caracteristica en una

muestra grande.

> Propiedad: Si tenemos una sucesién de v.a.i.i.d. con media E[X;] = p y varianza V[X;] = 0% > 0
finitas, entonces:

E[Sn] lingar. np E[Yn] = U = const.®
. ' 0'2
VS, P g2 VI = 0

? Ley débil de los grandes niimeros: Para cualquier nimero ¢ > 0, se tiene que
P(Xp—pl<e) —— 1.
n—roo

Interpretacién: El promedio de los resultados asociados a repetir un mismo experimento se va concen-
trando junto a la media esperada del experimento conforme repetimos mas y maés.
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> La idea (central) del Teorema Central del Limite es que, de hecho, este promedio X, se comporta como
una normal N (u,o/+/n) para n suficientemente grande.

> Teorema Central del Limite: Sea X1, Xa,..., X,,, ... una sucesién de v.a.i.i.d. con media E[X;] = p
y varianza V[X;] = o2 > 0 finitas. Se tiene que:

X, —
P ( \/ﬁ,u < t) — D(1), para todo ¢ € R.

g

donde ®(t) es la funcién de distribucién de la normal tipificada A (0,1).
Equivalentemente,

Sp —
P (\/ﬁ:ﬂ < t) —— 2), para todo t € R.

7 Notar: no hemos supuesto jnada! sobre como las X; estdn distribuidas excepto que tienen la misma
distribucién (la que sea), que son variables independientes y que tienen media u y varianza o? finitas.

? Aplicacién en la practica del TCL: se considera que, para n > 30, tenemos para todo = € R,

& P(S,<z)=~P(Y<z)conY ~N (E[Sn], V[Sn]) =N (nu,/no).

(?P(Yngx)

Q

PY<z)conY ~N (E[Xn], V[Xn]) =N (u,0//n).

> Ejercicio: Las ventas diarias de una empresa siguen una distribucién uniforme entre 2000 y 4000 euros.
Suponiendo independientes las ventas de los distintos afios, calcular la probabilidad de que el volumen
de ventas anual supere los 920 000 euros, si la empresa trabaja 300 dias al ano.

Solucidn: Para cada dia, tenemos X; = “volumen de venta diaria (en miles de €) 7 ~ U([2,4]) con

EX;)=21 =3y V[X;] = (4122)2 = 1. Por lo que:

. E[X] =300 x 3 =900
X = “volumen anual de ventas (en miles €)” = X; +---+ X con
( ) 1 300 {V[X]:?’gozloo.

Por el TCL, podemos aproximar X por una normal con p = 900 y ¢ = v/100 = 10, es decir: Y ~

N(900, 10). Tenemos, mediante aproximacién y tipificado Z = Y539 ~ N(0,1):

920 — 900
> —

P(X >920) ~ P (Y > 920) = P (Z n

) =P(Z>2)=1-®(2) =1-0.9772 = 0.0228.
O

? Aproximacién de la binomial por una normal: Una binomial X ~ B(n,p) es ya una suma de
v.a.iid.

E[X]=np

X=X1+-+X, con X;~Ber(p) vy ’
VI[X] = npq

por lo que podemos aproximarla por una normal Y ~ N(np, /npq) (este resultado fue demostrado
histéticamente por De Moivre y Laplace hace 200 afios).
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? La correccién de Yates: Al aproximar probabilidades de una v.a. discreta X por una continua Y, se
obtienen mejores aproximaciones al “agrandar” en 0.5 los extremos cerrados de los intervalos de valores
donde cae nuestra v.a. continua con la que queremos aproximar (ver Figura 1):

Correccién de Yates: Ejemplos:
o P(X €[a,b])~ P(Y €[a—0.5,b+0.5]). e P(I<X<6) =P2<X<5~P(15<Y <55).
e P(X €la,+)) ~ P(Y € [a —0.5,+00)). e P(X>3)=P(X>4)~P(Y >3.5).
e P(X € (—00,b]) ~ P(Y € (—o0,b)). e P2<X)=PB<X)~P(25<Y).
e P(X=k)~P(Y €[k—05k+0.5]). e P(X=T)~ P(65<Y <T.5).

> iEsto nos permite calcular probabilidades P (X = k) que de otro modo serfan nulas para la continual

? Cuidado: Cuando tenemos un intervalo abierto en la v.a. discreta X, se puede expresar primero
como uno con extremo(s) cerrado(s) antes de aplicar la correccién, como se muestra en los ejemplos.

fﬁm»\

12 3 4 5 6 7 8 9 10

P(l1 <X <6) =

115925385 4455055 ¢65775g 85 9510 115925335 4455556657175 g85 g 9510
X v
P(1<X <6 ~P2<Y <5) P(l<X <6)~P(15<Y <5.5)
P(X=T)~P(Y =T7)=0 P(X =T)~ P(65<Y < 17.5)

Figura 1: La correccién de Yates: conviene agrandar los intervalos cerrados en 0.5 por cada extremo para
obtener una mejor aproximacién de la suma discreta por el area integral..

> Ejemplo: Si X ~ B(120,1/6) y queremos calcular P (15 < X < 20), podemos aproximar por una
distribucién normal

Y ~ N(u,0) con media g =120 x (1/6) =20 y o = 1/120 x (1/6) x (5/6) = /50/3.
Usando la correccién de Yates y tipificando Z = Y2120 ~ N/ (0,1):

£/50/3
P(15 < X <20)~ P (155 <Y < 19.5)
15.5-20 _ Y —20 _19.5—20
V/50/3 T \/50/3 T /50/3
=P(-1.10< Z < —0.12) "2 P(0.12 < Z < 1.10)
= $(1.10) — (0.12) = 0.8643 — 0.5478
= 0.3165.
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