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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

CONTROLE CONTINU — 23 MARS 2016

DUREE : 1230
DOCUMENTS INTERDITS — CALCULATRICES UPPA AUTORISEES

Chaque réponse devra étre justifiée et rédigée de maniére rigoureuse. La qualité
de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une
part importante dans 'appréciation des copies.

Exercice 1 (7,5pts). En utilisant soit la méthode des coefficients indéterminés soit la méthode
de variation de constantes dans chaque EDO, résoudre les problemes de valeur initial suivantes :

(t*+ 1)z’ — 3tz =1 22 = x + 2t In(t)e 1/t
2) { £(0) = 1 b) { (1) = et

Quel est 'intervalle de définition maximal de chaque solution ?

Exercice 2 (7,5pts). Trouver la solution des problemes de valeur initiale suivants, en explicitant
I’intervalle ouvert maximal de définition de la solution :

r_ 23t ety =t 4+ 2
a) { ¥ T Virane b){ eoxfl !
z(0) = —1 z(0) =

(Indication : Il existent deux réelles —1 < o < B < 2 tels que la fonction f(t) = 1-2t+2In(1+¢) >
0, Vt €]a; B[, et f(t) < 0 sinon).

Exercice 3 (6pts). Soit U C R un ouvert et f € C1(U). On considere I'équation différentielle
suivante :

y' +yf(z) = sin(z) (Ey)
a) Déterminer f(x) et U de telle maniére que (Ey) admet y(x) = cos(z) comme solution
particuliere Vx € U.

b) Soit (Ey,) I'équation différentielle obtenue en remplacant f(z) dans (E) par la fonction
fo(x) obtenue dans (a).

i) Quelle est la solution générale de (Ey,)?

ii) Trouver la solution de (Fy,) qui admet un extremum dans x = /4. Quel est son
intervalle maximale de définition ?
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1

SOLUTIONS DETAILLEES

Solution 1. D’abord, on remarque que les deux EDOs sont des équations linéaires non-homogenes.
a) L’EDO
(t* + 1)z’ — 3tz =1 (Ey)
est définie pour tout ¢ € R. On cherche une solution sur un intervalle I C R contenant
t =0, car la solution doit vérifier 2(0) = 1. On peut reécrire (E7) en forme normale :

= 3t z+ !
2417 241
*) Equation homogene associé :
, 3t
r=—-—u=x
t2+1
D’apres le cours, on sait que la forme générale des solutions de cet équation homogene

est :
zp) =x"® AeR,

ou P(t) est une primitive de la fonction coefficient en forme normale. Alors :

t t 241 7
3s 3 2s 3 u 3 2
P(t) = ds=2 ds= > —du=2[ln|u|]" T = In(#? +1)%/2
0= [ arpds=5 [ orpds=5 [ du=Smfat = hne + )2

A partir du changement de variable u = s +1 (— u/ = 25s). D’ot1, toute solution de 1éq.
homogene est de la forme

zr(t) = AeP® = AeDEFD? (12 1 1)3/2 N eR,
définie V¢ € R.

x) Solution particuliére : On remarque que (E1) est décrite par polynomes

(t* + 1)z’ — 3tz =1 (EY)

On va utiliser la METHODE DES COEFFICIENTS INDETERMINES pour trouver une solution
polynomiale. On peut remarquer d’abord que si xp(t) = ant™ + ... + a1t + ag, avec
an # 0 est une solution particuliere de (E1), le coefficient dominant dans la partie gauche
de (EY) est na, — 3a, = (n — 3)a, (associé a t"*1). Ce coefficient doit étre nul, car la
partie droite de (E1) est un polynome de degré 0. D’oll, on va tenter trouver la solution
particuliere sous la forme d’'un polynéme de degré 3. On suppose zp € Vectr{1,t,12,t3},
ie. xp = o + Bt + yt? + ut? pour des certains o, 8,7, 4 € R, alors :

(t2 4+ Dl — 3tep =1 <= (2 4+ 1)(8 + 29t + 3ut?) — 3(at + Bt? + 43 + ut*) = 1
= Bu—3u)tt + 2y = 3N + (B+3u —38)t* + (2y —3a)t + B =1

t4) 0 = 0
t%) — =0
< t?) 3u—28 = 0
t) 2y—-3a = 0
[ 9) B =1
a=0
g=1
e 'y:O
uw=2/3
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D’ou :

2
zp(t) =t + gt?’

est solution particuliere de (Ey).

%) Solution particuliere (une autre forme, plus compliqué) : On peut retrouver la méme so-

lution particuliere en utilisant la METHODE DE LA VARIATION DE CONSTANTES. On im-
pose zp(t) = \(t)(t% + 1)3/2. Si on substitue dans (E) :

(t2 4+ Dl — 3tzp =1 <= (> +1) ()\/(t)(tQ +1)%2 4 )\(t)g(tQ +1)Y2. (2t)> — 3N (2 +1)32 =1

=N +1)2 =1
1

— \N(t) = CERE

On calcule une primitive :

¢ 1 t] g2 2 t 1 t s
A@):/(Sul)s/z“:/(sunwdsz/wds‘/wds
=5L -1

On étude chaque intégrale :

t 1 t1+82—82 t 1 t 82
Il_/ (82+1)3/2d8_/ <32+1>3/2d‘9_/ (82+1)1/2d3+/ (S2+1)3/2d3

INT. PAR PARTIES SUR 2NDE INTEGRALE

— | u=s ~ u'=1
’_ s _ 1
V= ez 77 VT T e

/t 1 ds+ t /t 1 q t
= S — S = ———mm—.
(s2 4+ 1)1/2 (t2 +1)1/2 (s2+1)1/2 (12 + 1)1/2

L’autre intégrale, en utilisant les calculs précédentes :

I /t 52 d U =Ss ~ u =1
= P E—— S = 1
2 (s2+1)5/? V= 7 VS iy

_é + 1 /t # ds
T3+ 132 3) (24 1)32
t 1 t

3(t2 4 1)3/2 T3 2+ 1)1/

D’ou :

t t 1 t 2t t
ANt)y=5 —I,= = 32 +1)1/2 +3(t2+1)3/2

(t2 +1)1/2 T 3(t2 + 1)3/2 3 (t2+1)1/2

Alors, la solution particuliere :

2 1 2
zp(t) = Mt)(#* +1)%2 = §t(t2 +1) + gt =t+ §t3

La méme solution qu’avec la méthode précédente.
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%) Conclusion : On exprime toute solution de (F1) comme la somme d’une solution de la
partie homogene et une solution particuliere,

9
a(t) = zp(t) +2p(t) = A(t* +1)32 + ¢ + §t3, A eR.

x) Probléme de valeur initiale : Si on impose la condition initiale,

1=2(0)=A+0<=[\=1]

Donc, on a la solution du PVI :

2
w(t) = (2 +1)%2 4t + gt?’

définie pour tout ¢ € R, domaine de définition maximale.

b) L’EDO
22! = x4 2t In(t?)e” /1 (Ey)
est définie pour t € R*. On cherche donc une solution sur un intervalle I contenu dans

]0; +00[ , car elle doit vérifier 2(1) = e~!. Forme normale de (E») :

;T In(t?)e=1/t

g2 t

*) Equation homogene associé :

En calculant une primitive P(t) = [*1/s2ds = t72/(1 — 2) = —t~!, la forme générale
des solutions de cet équation homogene est :

z(t) =Ael® = xe"7, AeR.

définie sur ¢t € R*.

x) Solution particuliere : Utilisons la méthode de la variation de constantes, on impose une
solution particuliere de la forme zp(t) = )\(t)ef%. Si on substitue dans (E2) :

A(t) _
3¢

o=

25 (t) = p(t) + 2t In(2)e Mt = 12 <>\’(t)e1 + > = A(t)e t + 2tIn(t2)e 1/t

1
t

— 2N (t)e T = 2t In(t?)e /!

— N(t) = 21nt(t2)

A(t):/twds

S

On calcule une primitive :

On remarque que si u = In(s?), alors v/ = 8% - (2s) = 2. Si on fait un changement de

variables : , In()
In(t2) 2 (ln(t2))2
A(t) = du=|— =
o= =[5 -5
(On peut aussi trouver A(t) si on fait intégration par parties, ot v/ = 2 — v = In(s?)).
D’o1, la solution particuliere de (E3) :

R\

ep(t) = 5 (n(i?))%e
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%) Conclusion : On exprime toute solution de (F2) comme la somme d’une solution de la
partie homogene et une solution particuliere,

1
2(t) = zy(t) +xp(t) = Ae ™t + 511r12(1t2)(f%, A€R.

x) Probleme de valeur initiale : Si on impose la condition initiale,

eilzx(l):)\671+0<:>

Donc, on a la solution du PVI :

z(t) = (1 - ;m?(t?)) et

définie pour tout ¢ €]0, 4+o00[, intervalle de définition maximale.

Solution 2. a) L’équation en forme normale :

3
) 23t 5 t 5t
r = ——=\X . —_— =T M ra—— E
V142t +12 (=) ( (t+1)2> [t +1] (%)

est définie pour tout ¢ € R\ {—1}. D’apres la condition initiale, on cherche une solution
passant par ¢ = 0, donc sur un certain intervalle 0 € I C] — 1;4o00[. Sur un tel I, 'EDO
(E3) prend la forme :

En utilisant les variables séparables et en supposant que x(t) # 0,Vt € I :

x(t)d t
/ ?z/ i ds, Vtel.
z(0) T 0 s+1

z(t) dz tog
ou / — = / ds+ C avec C' € R a déterminer par les cond. init. | .
S

x3 +1
On calcule :

*M) dg 11" 1 1
*>/1 :c?)_[_%?]_l BERTIOE

t t 1-1 t t 1
*)/ i ds:/Hds:/lds—/ ds=t—In(t+1)
08+1 0 8+1 0 OS+1

D’ou, la solution en forme implicite :

1
=1-2t+2In(t+1 tell
MO +2In(t+1), Vte

On cherche d’exprimer la solution z(t) de forme explicite :

1 1
+

2 _ x =
Y e T T R Y/ e T T
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pour tout ¢ €]a; S[C]—1; 2], données dans 'indication de I’exercice. On trouve deux branches
de la courbe solution. Car on cherche une solution en vérifiant x(0) = —1, on prend la
branche négative de la racine carré. D’ou, la solution du probleme de valeur initiale est

—1
/I =2t+2mm(t+1)

x(t) vt €lo; B

Quel est l'intervalle maximal de définition en contenant ¢t = 07 I =]«; [, d’apres I'indica-
tion.

D’abord, on remarque que 'EDO est définie Vi € R. On cherche la solution sur un certain
intervalle I C R contenant la condition initiale ¢ = 0. On exprime en forme normale, en
supposant z(t) # 0 :

¥ = <23152> (t+2)e . (Es)

On utilise les variables séparables pour obtenir le relation :

x(t) t
2/ wzdx:/ (s+2)e ®ds, Vtel.
x(0) 0

z(t) t
(ou / ?dz = / (s+2)e *ds+ C avec C € R a déterminer par les cond. init.) .

¢ INT. PAR PARTIES ¢
*)/(s—i—Q)esds: u=s+1~u =1 :[—(3+2)es]g+/esds:
0 V=€ 5 = —e % 1

=—(t+2)e " +2+ [ *],=—(t+3)e " +3

Solution en forme implicite, Vt € R :

3(t+3) ., 11
mﬁ:—(2%t+2

La fonction h(t) = t> est une bijection continue de R sur R, dont Iinverse est h=1(t) = V/%.
On obtient la solution explicite :

3(t+3 11 3(t+3 11
z(t) = i’/_(;)e—t_i_z :_i/(;r)e_t+2

définie V¢ € R, domaine de définition maximal.

Solution 3.

a) Siy(z) = cos(zx) sol. particuliere de (Ey), alors pour tout = € U :

v (x) + y(z)f(z) = sin(z) <= —sin(x) + cos(z) f(x) = sin(z)
_ ,sin(x)

= f(x) = 2COS(CC) = 2tan(x),

définie sur U = R\ {Z +kr; k € Z} =Upey | -5 +km 5 + kn.
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b)

i)

i)

On remarque que (Ey,)) :
y' + 2tan(x)y = sin(z),

est une équation différentielle linéaire non-homogene, dont la partie homogene est :

y = —2tan(z)y (Hy,)
Il nous faut qu’une primitive P(z) de p(z) = —2tan(z) sur x € U :
. CHGT DE VAR.
x x ¢ cos(z) ,,/
P(x) :/ —2tan(t)dt:—2/ S G4 | = cos(t) :2/ Y du
cos(t) v = —sin(t) Y

= [2In u[]°*® = In|cos(z)|* = In(cos?(z))

D’apres le cours, toute solution de la partie homogene associé est de la forme :

yr(z) = Ael'® = Xcos?(z), Ve e U, AeR

On sait que tout solution de (Ey,) est de la forme :

yr () solution de ’éq homogene (Hy,)

y(z) = yu(z) +yp(z) ol { yp(z) solution part. de (Ey,)

On a vu dans (a) que y(x) = cos(x) est solution particuliere de Fy,, alors :

y(z) = Acos?(z) + cos(x), AER

solution générale de (Ey,), Vo € U.

D’abord, la solution cherchée est définie sur l'intervalle maximal dans U contenant
x =m/4, c-a-d. I = |-%; 5. La solution y(z) admet un extremum dans z = /4 sii
y'(m/4) = 0. Si on impose cette condition :

VI V2 Va2

Dou \ = —? et la solution est de la forme :
V2 9 T
y(x) = ——5 cos (x) + cos(x), Vxe ]—5, 5[




