L1-Mathématiques 2014-2015 Université de Pau et des Pays de I'Adour

ARITHMETIQUE

EXERCICES COMPLEMENTAIRES — FEUILLE 4

1 GROUPES ET SOUS-GROUPES

Exercice 1. Les lois de composition interne sur G indiquées ci-dessous définissent-elles une structure
de groupe ? Dans un cas affirmatif, s’agit-il d’'un groupe abélien.

a) G=]—1,1]avec zxy = f:x"z,Vx,yEG.

b) G ={z € C||z| = 2} pour la multiplication usuelle.

)
¢) G =R, pour la multiplication usuelle.
d) G={fap : R—=>Ravecx— ax+0b|acR*bec R} pour laloi de compositions des applications.
e) G=R\{-1} munidelaloi zxy =z +y+zy, Vo,y € G.

f) G={-1,1,i,—i} C C pour la multiplication usuelle.

)

g) G={(29)|a€R\{0}} muni de la loi de multiplication usuelle des matrices de M2 (R).

Exercice 2. Soit G = {f1, fa, f3, f4} d’ensemble composé par quatre fonctions de R* dans R* définies

par .
i@ =2 b= f@)=-r  fie)=-

x
Montrer que G muni de la loi de composition sur les fonctions est un groupe. Est-il abélien 7

Exercice 3. Soit AABC un triangle équilatéral dans le plan réel, dont le centre d’équilibre est O.

a) Soit R = {ps : R? — R? rotation de a degrés et centre O}. Vérifier que (R, o) muni de la loi de
compositions entre applications est un groupe.

Déterminer R 4pc, ’ensemble des rotations de centre O qui laissent invariant ’ensemble {A, B, C'}.
Est-ce que R 4pc est un sous-groupe de R avec la loi de composition o ?

Dresser la table de groupe de R apc. Est-il un groupe abélien ?

Soient L, Ly, L3 les trois médianes du triangle, et on considere o1, 09, 03 : R2 — R? les réflexions
du plan euclidien par rapport aux droites L1, Lo, Ls. On définit G = Rapc U {01, 09,03}.

A

L
On admit que o est une loi de composition interne dans R sp¢c. Construire la table d’opérations

de (G, 0) et en déduire qu’il a une structure de groupe (appelé le groupe diédral d’ordre 6).

f) Est-ce que (G,o) est-il un groupe abélien ? Déterminer les sous-groupes de (G, o). Forment les
réflexions {01, 02,03} un sous-groupe de G ?
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2 ARITHMETIQUE DES ENTIERS

Exercice 4. En utilisant des congruences :

a) Montrer que 3457 — 1 est multiple de 11.

b) Trouver le reste de la division euclidienne de 22 et 2342

c) Montrer que 951842 — 4 est divisible par 5.

par 5.

Exercice 5. Montrer que, pour tout n entier impair, n? — 1 est divisible par 8.

Exercice 6. Démontrer que, pour tout n € N :
n?+4n+7=3 [n+2|

En déduire le reste r dans la division euclidienne de n? + 4n + 7 par n + 2, pour tout n € N.

Exercice 7. On va calculer les deux dernieres chiffres du nombre 21990,
a) Calculer 2'2 = —22  [100].
b) Montrer que 220 = —210  [100].
¢) Soit a = 210, vérifier que a® = —a [100]. Montrer que a®" = —a [100], pour tout n € N*.
d) Exprimer 100 = 100° en base 2. En déduire le résultat.

Exercice 8. En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 57970 and 10353 et déterminer
deux entiers relatifs u et v tels que 57970u + 10353v = 34.

Exercice 9. Le but de cet exercice est de démontrer que 2222%%%5 + 55552222 est multiple de 7.
a) Calculer 2222 [7], 5555 [7], 2222 [6], 5555 [6].
b) Déterminer la suite des 3™ [7]. Quelle est sa période ?

c¢) En utilisant les résultats précédents,démontrer que 222255%° = 5 [7], 55552222 = 2 [7] et en déduire
le résultat.

Exercice 10. Combien 'armée de Han Xing comporte-t-elle de soldats si, rangés par trois colonnes, il
reste deux soldats, rangés par cing colonnes, il reste trois soldats et, rangés par sept colonnes, il reste
deux soldats ?

Exercice 11. Montrer que le PGCD de 2n + 4 et 3n + 3 ne peut étre que 1, 2,3 ou 6.

Exercice 12. Est-ce que peut-on préparer un envoie postal de 2 euros et 11 centimes avec des timbres
de 15 et 21 centimes ? Et avec des timbres de 2 et 13 centimes ? Donner les solutions, s’il en existent.

Exercice 13. Soient a et b des nombres premiers entre eux. Montrer que a A (a+b) =bA (a+b) =1,
puis (a +b) Aab=1.



