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ARITHMETIQUE

EXERCICES COMPLEMENTAIRES — FEUILLE 1

1 LOGIQUE ET METHODES DE DEMONSTRATION

Exercice 1. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.

Exprimer a I'aide de quantificateurs les assertions suivantes :
a) La fonction f s’annule.
b) La fonction f est la fonction nulle.

c) f n’est pas une fonction constante.

d

)
)

) f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
e) La fonction f présente un minimum.
)

)

f
g

f prend des valeurs arbitrairement grandes.

f ne peut s’annuler qu’une seule fois.

Exercice 2. Exprimer, en phrases et a 'aide de quantificateurs, les négations des assertions (a)—(g)
de l'exercice précedent.

Exercice 3. Nier les propositions suivantes :
a) “Tout triangle rectangle possede un angle droit”.

b) “Tous les habitants de la rue du Havre qui ont les yeux bleus gagneront au loto et prendront leur
retraite avant 50 ans”.

c) “Tous les étudiants qui portent une casquette pendant le cours rateront ’examen final avec une
note maximale de 9,5/20”.

d) Pour tout entier z, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la relation z < z implique la
relation z < z + 1.

Exercice 4 (Le missionnaire et les cannibales, d’aprés Cervantés). Les cannibales d’une tribu
se préparent & manger un missionnaire. Désirant lui prouver une derniere fois leur respect de la dignité
et de la liberté humaine, les cannibales proposent au missionnaire de décider lui-méme de son sort en
faisant une courte déclaration : si celle-ci est vraie, le missionnaire sera roti, et il sera bouilli dans le
cas contraire. Que doit dire le missionnaire pour sauver sa vie ?

Exercice 5. Soient I un intervalle de R non vide et f : I — R une fonction a valeurs réelles définie
sur I.
Exprimer les négations des assertions suivantes :

a) Ve € I, f(z) #0. d) Ve,ye I,z <y = f(z) < f(y).
b) VyeR,3x e, f(z) =y. e) Ve,yel, f(z) = fly) =z =y
c) IM eRVz e I,|f(z)] < M. £y Ve eI, f(z) >0=2z<0.

Exercice 6. Soit f : R — R. Donner la différence de sens des deux assertions proposées et donner des
exemples de chacune d’elles, si possible :

a) [Vz e R,y e Ry = f(z)] et [Fy € R,Vz € R,y = f(2)].
b) [Vy e R,Iz e R,y = f(z)] et [Tz € R,Vy e R,y = f(x)].
c) [Vz e R,IM € R, f(z) < M] et [3M € R,Vz e R, f(x) < M].



L1-Mathématiques 2014-2015 Université de Pau et des Pays de I'Adour

Exercice 7. Soit a € R. Montrer que

Ve > 0,]a| <e = a=0.

Exercice 8. Soit Q = {% | p,q € Z} ensemble des nombres rationnels :

a) Montrer que la somme de deux nombres rationnels est aussi un nombre rationnel.
b) Sachant /2 ¢ Q, montrer par I’absurde que

VeeQ: z+V2¢Q.

2 MANIPULATION DES ENSEMBLES

Exercice 9. Soit E = {a,b, ¢} un ensemble. Peut-on écrire :
a) a € E c) {a} CE e) 0CE

b) a CE d) 0eFE f) {0} c E?

Exercice 10. Etant donné A, B et C trois parties de E, justifier les équivalences suivantes :
a) A=B& AnB=AUB.
b) AUB=ANnC& BCACC.
C){AUB:AUC

& B=C
ANB=ANC

Exercice 11. Soient A et B deux parties de F, on appelle différence symétrique de A et B, I’ensemble
AAB=(A\B)U(B\A)

a) Donner l'idée intuitive de AAB en utilisant diagrammes de Venn.
b) Montrer AAB = (AU B)\(4AN B).

Exercice 12. Etant donné A, B et C trois parties d’un ensemble F/, montrer que :
a) AAB=AAC & B=C.
b) A\B= A< B\A=B.
¢c) AAB=ANB=A=B=04.

Exercice 13. Soient les ensembles P = {2n | n € Z} et T = {2n + 1 | n € Z} formés par des entiers
pairs et impairs, respectivement. Prouver que P NZ = ().

Exercice 14. Montrer les égalités des ensembles suivantes :
a) {reR|2*—2>0)={z€R|-1<z<0ouz>1}.
b) {(z,y,2) ER3 |z =y,z+y+z=1}={(2,9,2) eR® | H R,z =t/2,y =1t/2,2=1—t}.

Exercice 15. On définit les ensembles Ay = {n € Z | n > k}, pour tout k € N.
a) Vérifier que A} D A2 D ... D Ay D A1 2 ...
b) En déduire que ﬂ{fn:o A, = A # 0, pour tout k € N.

Ay = 0.

c¢) Par contre, montrer que [, <y



