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ALGEBRE LINEAIRE II

EXERCICES COMPLEMENTAIRES — FEUILLE 4

1 RANG D’UNE MATRICE

Exercice 1. Calculer par la méthode de Gauss le rang des matrices suivantes :

46 8 0 1 0 -1 2 3
(a) A=[1 2 3 0 2 -1 0 1 3
3 450 ©C=13 1 1 3 ¢

5 —2 —1 4 9

1 21 0 7

34 4 0 2 3 0 -1 0

(b) B=[1 2 -2 D=1y 1 9 39
21 2 2 1 -1 3 -1 7

Exercice 2. Calculer par la méthode de Gauss le rang des matrices suivantes en fonction des différentes
valeurs de t € R :

1 1 1 1 2 -1 t
A=1(2 2 2 B=12 4 6 8
3 3t 3 6 9 12

Exercice 3. Discuter le rang de la matrice suivante en fonction des différentes valeurs de a,b € R par

la méthode de Gauss
a 3 12 6

A= b 1 4 2
a+b 4 16 8

Exercice 4. Calculer par déterminants le rang des matrices suivantes :

-1 1 2 1 -2 -3 —4 -5
(a) A= 1 1 0 (c)C=1|-1 3 2 6 3
2 1 1 0 5 5 2 1
2 -1 1 2 2 3
1 2 3 0 1 1 1 8 9
(b B=13 3 5 (d) D= 0 0 1 1 4 6
01 4 0 0 01 8 9
Exercice 5. Soient les matrices
1 0
A=[1 -1 B(_32 _21 ?)
2 2

Exercice 6. Soit A = . Calculer les valeurs de a,b,c € R tels que rang(A) = 1.

[\
QO = o Q
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Exercice 7. Calculer le rang des matrices suivantes en fonction des différentes valeurs de a € R :

1 1 2 0 a 2
a 1 B=|-1 0 -1 3
a a 5 a+4 -4 -3

A:

— = Q
_=Q

Exercice 8 (Extra ball). Les matrices A et B ont 3 lignes et 12 colonnes, mais pendant I'impression
de cette feuille quelques colonnes se sont effacées :

1 L 2 -1 3
A=13 -1 0 ... ... B=|3 0 1
-7 5 =2 5 4 0

1. Qu’est-ce qu’on peut dire des possibles valeurs de rang(A) et rang(B) ?

2. Si on construit une matrice C' dont ses colonnes sont les 24 colonnes de A et B, quel est le rang
de C'?

2 APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 9. Vérifier si les applications entre R-espaces vectoriels suivantes sont-elles linéaires :
1. f:R? = Ret g:R?> = R définies par
(a) flz,y)=z+y+1 (€) g(z,y,2) =2 +y+22
(b) flz,y) =y (d) g(z,y,2) =2 -2

2. f:R? = R? définie par
(a) f(z,y)= (2,0
(b) flz,y) = (z,1
(c) fla,y) = (22,

(d) flz,y)=(z+1y+1)
(e) flw,y) = (e”,¢eY)

)
)
y?) f) f(z,y) = (2 —y,x +y)

—~

3. g :R3 — R3 définie par
(a) g(z,y,2) = (x,2y,32) (c) 9(z,y,2) = (z+1,y+2,2+3)
(b) g(z,y,2) = (z,9%,2°) (d) g(z,y,2) = (z + 2,0,z +y)

Exercice 10. Calculer les sous-espaces noyau et image des applications de 'exercice précedent et en
déduire si sont injectives, surjectives, bijectives.

Exercice 11. Soit R[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et d’inconnue X. Pour
n € N, on considére le sous-espace vectoriel R, [X] = {P € R[X] | degp < n}.

1. Est-ce que les applications suivantes sont-elles linéaires 7
(a) f1:R[X] — R[X] avec f1(P) = P’.
(b) f : Ra[X] - Ry[X] avee fo(P) = P'.
(c) fs: Ry[X] = B3 avec f3(P) = (P(—1), P(0), P(1)).
(d) fa:R[X] — R[X] avec fy(P)=P— (X —2)P".

2. Pour les applications linéaires trouvées ci-dessus, déterminer ker(f;),im(f;). Est-ce que f; est-elle
injective, surjective, bijective ?
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3 CHANGEMENT DE BASE

-5 3 2
les bases canoniques de R? et R?. Soient B = {(1,1,1), (0,1,—1), (0,0,1)} et Bs = {(1,2),(0,1)}.

. Montrer que B; et B, sont des bases de R? et R? respectivement.

. : T T L . -2 1 1
Exercice 12. Soit f : R? — R? une application linéaire décrite par la matrice A = ( 2 ) dans

1
2. Donner les matrices de passage de bases.

3. Calculer B la matrice de 'application linéaire f relativement aux bases By et Bs.
4. Trouver des bases de ker f et im f.

Exercice 13. Trouver les matrices des applications linéaires suivantes dans la base canonique et dans
les bases spécifiées dans chaque section et donner la matrice de passage entre bases :
1. f:R3 — R? définie par f(x,y,2) = (z + 2y,3y + z) avec By = {(1,0,-2),(0,1,1),(1,0,1)} de
R3 et By = {(1,1),(0,1)} de R2.

2. f:R* — R3 définie par f(x,y,2,t) = (48y — 57z, z,x + t) avec B = {(0,114,96,0), (1, 3,20,0),
(0,0,1,1), (2,6,40,1)} de R* et By = {(—996,1,1), (—57,0,1), (—1992,2,3)} de R3.

3. f : R3[X] — Rs[X] définie par f(P) = P(1)(1 + X2) 4+ P(0)X? dans la base B = {1, X, X2 —
4,X3 - X}

Exercice 14. Soit F un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {v, v2,v3} une base de E. Soit f
I’endomorphisme de E dont la matrice relativement a la base B est

3 1 -3
A=1-1 1 1
1 1 -1

On définit B = {wi, we, w3} ot wy = vy + v2 + v3, W2 = V1 — V2, W3 = V1 + V3.
1. Montrer que B constitue une base de E.
2. Donner la matrice de passage de B a B et écrire la matrice de f dans cette base.

3. Déterminer une base de ker f et de im f.

Exercice 15. Soit f : R3[X] — Ry[X] Papplication définie par f(P) = —P(0)+ P’.
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Trouver A la matrice de f relativement aux bases {1, X, X? X3} de R3[X] et {1, X, X?} de

Ry [X].
3. On fixe la base {1, X, X?} dans R[X]. Trouver une base B de R3[X] telle que la matrice de f
1 0 0 0
relativement & B dans R3[X] soit B= [0 1 0 0 |.Donner la matrice de passage.
0 010

4. Utiliser B pour trouver tous les @ € R3[X] tels que f(Q) = —2 + 2X.

Exercice 16 (Extra ball). Soit le R-espace vectoriel A(R,R) = {f : R — R application} et on
considere le sous-espace V' = Vectr{f1, fo, f3} ott fi(x) = 3, fo(x) = 22 + 2 et f3(x) = sin(z), pour
tout = € R.

1. Vérifier que V est de dimension 3.

/
2. Soit F,, : V. — Maxa(R) définie par F,,(f) = <f<0¢0) f’(OJ; —O)f(0)> Trouver les valeurs de o € R
telles que F,, soit une application linéaire.
3. Trouver la matrice de F relativement & {f1, f2, f3} dans V et la base canonique dans Max2(R).

4. Déterminer une base de ker F' et de im F.



