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ToPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL

EXERCICES COMPLEMENTAIRES — FEUILLE 4

DIFFERENTIELLES ET DERIVEES PARTIELLES

Exercice 1. On fixe n € N* et on considére 'espace vectoriel M, (R) des matrices carrés réelles de
dimension n. Soient les fonctions :

f: Mp(R) — My(R) g: M,[R) — R
M  — M? M — Tr(M3)

Justifier que f et g sont différentiables et déterminer les différentielle de f et g en tout M € M, (R).
(Indication : Utiliser les développements limité & 'ordre 1).

Exercice 2. Soit GL,(R) = {M € M,(R) | M inversible} et la fonction ¢ : GL,(R) — GL,(R)
donné par (M) = M1,

(a) Justifier que ¢ est différentiable dans GL,, (R).

(b) Pour H € GL,(R) telle que H — O,,, monter que (I, + H)(I, — H) = I, + o(H). Qu’est-ce qu’on
peut dire du développement limité & 1'ordre 1 de (I, + H)™'?

(¢) Soit M € GL,(R). Utiliser le résultat obtenu dans (b) pour calculer le développement limité a
lordre 1 de (M + H)~! pour H — O,,.

(d) Déterminer la différentielle en I,, puis en M € GL,(R) (Indication : Utiliser les développements
limité & l'ordre 1 précédents).
Exercice 3. Soit f:R?\ {(0,0)} — R définie par
fla,y) = (2% = y*) In(® +¢?)

i) Est-il possible de prolonger f par continuité en (0,0)?
ii) Etablir que f est de classe C' sur R?\ {(0,0)} et, sans calculs, montrer que

0 0
@) = =5 ()

iii) La fonction f est-elle de classe C* sur R??

Exercice 4. Soient U un ouvert de R™ et f,g,h: U — R telles que
fl@) <g(x) <h(z), VeeU

On suppose de f et h sont différentiables en a € U et f(a) = h(a).

i) Montrer que ¢ f(a) = J¢h(a) pour tout £ € R™. En déduire que les formes linéaires f’(a) et h'(a)
sont égales.

ii) On pose f'(a) = h/(a) = £. Montrer que g est différentiable en a et ¢'(a) = £.

Exercice 5. Soit k € N, on considere la fonction fx : R? \ {(0,0)} — R définie par

fl@y) = (z+y)" Sin\/x?lTyQ
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(a) Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que fj se prolonge par continuité en (0,0) ?

(b) Si la condition de (a) est remplie, quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le
prolongement obtenu soit différentiable en (0,0) ?

Exercice 6. Soit f: E — F différentiable vérifiant f(A\x) = Af(z) pour tout A € R et tout = € E.
Montrer que lapplication f est linéaire. (Indication : Utiliser le développement limité & I'ordre 1 de f)

Exercice 7. On définit une fonction ¢ : R? \ {(0,0)} — R par

COST — COs Yy

p(z,y) = pr—y

i) Montrer que ¢ admet un prolongement par continuité & R? noté .

ii) Montrer que @ est C! puis C*.

Exercice 8. Soient f: R — R une fonction de classe C* et F': R?\ {(0,0)} — R définie par

f@® +y?) - £(0)
$2 +y2

F(z,y) =

i) Déterminer ( %nn( )F(x,y). On prolonge F par continuité en (0,0) et on suppose de surcroit
z,y)—(0,0

f de classe C2.
ii) Justifier que F est différentiable en (0,0) et y préciser sa différentielle.

iii) Montrer que F est de classe C'.

Exercice 9. Soit f:R?\ {(0,0)} — R définie par

:172 y2

f(z,y) = xym

La fonction f admet-elle un prolongement continue & R?? Un prolongement de classe C' ? de classe
c??
Exercice 10. Soit f : R" — R. On dit que f est homogéne de degré k € R si, et seulement si,
fOz, ..o x,) = Mo f(ey, .o xy), Y(z1,...,2,) €R™ et A € R*.
i) Case n = 2 : Vérifier que f : R? — R différentiable est homogene de degré k si, et seulement si,

of of
2L R
. Ox Ty dy /
ii) Cas général : Montrer que f : R" — R différentiable est homogene de degré k si, et seulement
si,

Exercice 11. Soit f : R? — R différentiable vérifiant
fz,y) = fy,x), V(z,y) €R%

Quelle relation existe-t-il entre les dérivées partielles de f 7
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EQUATIONS EN DERIVEES PARTIELLES

Exercice 12. Déterminer les fonctions f € Cl(Df,R) avec Dy C R? telles qu’elles vérifient

of — _loy__ of _ _4? ;
()] o5 _ “hytY ORI
oy — (zty+1)? oy ~ (z+y)?

Exercice 13. Soit f : R? — R une fonction de classe C! et soit g : R? — R la fonction définie par
g(LE,y,Z) = f(‘Tfy,ny,Z*l‘)
Montrer que

% 99, 99 _

dr Oy 0z 0

Exercice 14. Résoudre sur R? les équations aux dérivées partielles

u=2zx+y
v=3r+y

i) g—i(x, y) — 3%(:& y) = 0, en effectuant le changement de variables {

u=xr+y

ii) %(z,y) + %(z,y) = f(z,y), en effectuant le changement de variables { vez—y

Exercice 15. Déterminer les fonctions f € C2(R?,R) solutions de I'équation aux dérivées partielles

N 92f 92§ . . u=x+Yy

i) 57z(z,y) — 357 (€,y) = 0, en effectuant le changement de variables { vez—y

= 9% f d2f f _ . U=2x

i) 55 — 2570y T a5z =0, en effectuant le changement de variables { =gty
262f 232f_ . u =2y
i) 2°9-% —y oz = 0, en effectuant le changement de variables { v=zly

CALCUL D’EXTREMA
Exercice 16. Déterminer les extrema locaux de f : R? — R définie par :

i) f(z,y) =2t +y* + 4oy iii) f(z,y) =2 +zy+y*+ 22— 2y
i) f(z,y) =y(=* + (Iny)?) iv) f(z,y) =2 +y* —2(x —y)

Exercice 17. Trouver les extrema locaux et absolus des fonction suivantes :

-2,z .
(g) flx,y) = (2® +y*)e 3%V sur :
(i) B(0:1) et B(0: 1).
(i) A={(z,y) €R*|3x—y >0}, B={(z,y) R | [y| <@} et C={(x,y) eR*[2® +¢* >
1,3z —y > 0}.



