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ToPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL

EXERCICES COMPLEMENTAIRES — FEUILLE 1

1 RAPPEL : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice 1. Soient f: X — Y une application et A, B C X, C, D CY. Prouver :
i) SiACB= f(A)C f(B);etsiCC D= f~1(C) C f~4(D).
ii) f7H(CUD)=f"HC)UfHD)et fTH(CND)=fHC)N fHD).
iii) f(AUB) = f(A)U f(B) mais f(ANB) C f(A)N f(B).

Exercice 2. Soient f: X — Y une applicationet AC X, C CY :

i) Démontrer que A C f~1(f(A)) et f(f~1(C)) C C. Donner un exemple pour lequel les contenues
des relations précédentes sont strictes.

ii) Prouver que f~1(Y \ C) = X \ f~1(C) et donner un exemple qui montre que, en général, on a

FIXNA) # Y\ f(A).

Exercice 3. Soit f : X — Y une application. Prouver que les affirmation suivantes sont équivalentes :
i) f est injective.
ii) Vy € Y : f~1(y) est ou bien I’ensemble vide ou bien un singleton.
i) VAC X : f(X\A) CY\ f(A).
) VAC X : A= f-1(f(A)).

v

Exercice 4. Soit f : X — Y une application. Prouver que les affirmation suivantes sont équivalentes :
i) f est surjective.
i) Vy e Y : f=1(y) #0.
i) VACX: f(X\A) DY\ f(A).
iv) VCCY : f(f~1(C)) =C.

Exercice 5. Soit f: X — Y une application. Démontrer :
i) f est injective ssi il existe g : Y — X telle que go f = 1x.
ii) f est surjective ssi il existe h: Y — X telle que foh =1y.
iii) f est bijective ssi il existe f~1:Y — X telleque f~1of=1xet fof~l=1y.

Exercice 6. Déterminer qui sont les ensembles suivantes :
i) A={neZ"|VmeZ t.q 1<m<n:min}
ii) B =Uyea{Ar} ot Ay = {A}.
iii) C ={2r|r e R}.

Exercice 7. Soit C une collection de sous-ensembles, on définit les ensembles
nc=(14 wuc=[JA
AeC AeC

Calculer NC et UC pour les collections suivantes :
i) C={[-n,n]|neZ"}.

)

ii) C={]—n,n[|nezr}
i) C={[-1+1,1-1)|neZ}
iv) C ={]a,b[| a,b € Q,a < 0,b > 0}.
v) C = {[r,+oo[| r € R}.
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2 NORMES ET BOULES

Exercice 8. Soit E un R-espace vectoriel et Ny, N deux normes sur E. On note B; = {x € E |
Ni(z) <1} et B = {z € E | Na(x) < 1}. Montrer

B1:BQ<:>N1:N2

Exercice 9. Soit K un corps. Considérons a,...,a, € R et soit N : K® — R I'application définie par
N(z1,...,2n) = a1|z1| 4+ -+ + anlzn]
A quelle condition sur les aq, ..., a, 'application N définit-elle une norme sur K" 7

Exercice 10. Montrer que I'application N : R? — R définie par

N(z1,22) = sup |y + txg|
t€0,1]

est une norme sur R%. Représenter la boule unité fermée pour cette norme comparer celle-ci & || - || oo-

Exercice 11. Soient fi,..., f, € C°(]0,1],R) et I'application N : R™ — R définie par

N(z1,. o 2n) = o1 fi + .o+ 20 falloo

A quelle condition N définit-elle une norme sur R™ 7

3 INTRODUCTION AUX VOISINAGES ET OUVERTS

Dans la suite, on consideére tous les espaces normées munis de la respective norme euclidienne || - ||2
ou d’une autre équivalente.

Exercice 12. Montrer et justifier si les affirmations suivantes relatives aux voisinages des points donnés
sont vraies ou fausses :
i) Q est un voisinage de 0 dans R.
U = B(—1;1)U B(1;1) est un voisinage de 0 dans R.
U = B((—1,0);1) UB((1,0); 1) est un voisinage de (0,0) dans R2.
Soit A= {1 |n €N} Alors U =R\ A est un voisinage de 0 dans R.

ii)
iii)
iv)

v

Exercice 13. Soit {U{}ea une collection de voisinages de € R. Démontrer :
i) Uyea UX est un voisinage de .
ii) Si{A1,...,An} € A alors (;_; U{ est un voisinage de z.

iii) Si A C R™ alors U U A est aussi un voisinage de z. Si x € A, est-ce que Uy N A est-il un voisinage
de 7

Exercice 14. Soient a,b € R. Montrer que les semi-planes définis sous la forme {(z,y) | z < a},
{(z,y) | x> a}, {(z,y) |y < b}, {(x,y) | y > b} sont ouverts dans R2.

Exercice 15. Répondre de fagon suffisamment justifié aux questions suivantes a propos de sous-
ensembles de R"™ :

i) Si D = B(w,¢) est une boule fermée, est-ce que B = R™\ D est-il un ouvert ?
ii) Si U = B(x,¢) est une boule ouverte, est-ce que U est-il un ouvert ?

)
iii) Est-ce que A =R"\ {0} est-il un ouvert ?
)

iv) Si C = {x1,...,zr} est un sous-ensemble fini de R™, est-ce que C' = R™ \ C est-il un ouvert ?



